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A new procedure for the determination of diffusion coefficients from quasi-stationary diffusion 
measurements in multicomponent systems 

Diffusion in an (ra + 1)-component system is described by Onsager's flow equations the inte-
gration of which leads in the case of quasi-stationarity to the differential equations d ( A c ) / d i = 
- j ? ö A c ( A c ; vector of concentration differences between the compartments of the cell, D: 
matrix of integral diffusion coefficients, ß : apparatus constant). Several procedures are known to 
determine these diffusion coefficients from such equations but all of them have certain disadvan-
tages. In this paper a new method is described to compute the integral diffusion coefficients, which 
starts from the associated equivalent system of integral equations. The mathematical formalism is 
simple, and its numerical performance does not become more difficult with an increasing number 
of components of the system. 

1. Einleitung 

Die Diffusion in multikomponentigen Systemen 
ist von praktischem und theoretischem Interesse. Es 
ist bekannt, daß das 1. Ficksche Gesetz ungeeignet 
ist, in komplizierteren als binären Systemen die Dif-
fusion vollständig zu beschreiben 

Die Diffusion in einem (n + 1) -Komponenten-
System wird durch die Onsagerschen Flußgleichun-
gen 2 

h=~ !DikVck (1) 
7c = 0 

beschrieben, deren Integration für die Bedingungen 
der quasistationären Diffusion, wie sie bei der Dia-
phragmen- und Pulsationsmethode gegeben sind 3~5 , 
zu den Differentialgleichungen 

d(Ac)/dt = -ßDAc (2) 

mit den Anfangsbedingungen 

Ac(O)=Ac0 für 0 (3) 

führt. Hierin sind Ac= [A(t),...,Acn(t)]T der 
Vektor der Konzentrationsdifferenzen zwischen den 
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* Nachfolgend wird D statt D geschrieben. 

beiden Seiten z. B. des Diaphragmas zur Zeit t (T 
bedeutet „transponiert") und D=(Dij)* (i, j = 1, 
..., n) die Matrix der integralen Diffusionskoeffi-
zienten, ß ist eine Apparatekonstante, die durch 
Eichung der Apparatur mit einem bekannten System 
bestimmt werden muß. 

Die Lösung von (2) hängt nichtlinear von den 
Diffusionskoeffizienten D^ ab6 . Das hat dazu ge-
führt, daß die Berechnung der Diffusionskoeffizien-
ten D{j aus gemessenen Konzentrationsdifferenzen 
Ac(t) zunächst unter einschränkenden Annahmen 
durchgeführt wurde 7 - 9 . Die Methode der kleinsten 
Quadrate und entsprechende Verallgemeinerungen 
lieferten uneingeschränkte Verfahren, in denen die 
Diffusionskoeffizienten iterativ berechnet wer-
den 10~12. Die Konvergenz dieser Verfahren ist nur 
dann gesichert, wenn hinreichend genaue Startwerte 
Djj° bekannt sind 12. Der mathematische und nume-
rische Aufwand nimmt mit steigender Anzahl von 
Komponenten im System schnell zu 12. 

In dieser Arbeit wird eine Methode zur Berech-
nung der integralen Diffusionskoeffizienten be-
schrieben, die sich direkt auf das zu (2) äquivalente 
Integralgleichungssystem bezieht. Ihre mathemati-
sche Beschreibung und ihre numerische Realisie-
rung bleibt auch mit größer werdender Komponen-
tenzahl einfach und übersichtlich. 

Das Berechnungsverfahren arbeitet nicht iterativ, 
es werden keine Startwerte benötigt. 
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2. Beschreibung des Verfahrens 

2.1. Voraussetzungen 

a) Die Konzentrationsdifferenzen werden in den 
äquidistanten Zeitpunkten t0 = 0, tt, . . . , tm für die-
selben Anfangsbedingungen gemessen. Die Gesamt-
anzahl m + 1 der Meßzeitpunkte sei ungerade und 
so groß gewählt, daß 

77i^|(10/?r||Z)||) 2 und (4) 

gilt. Hierin ist T = tm die Dauer des längsten Ver-
suchs und D die Wurzel des größten Eigenwer-
tes von DTD. 

b) Wir bezeichnen den Fehler bei der Messung 
der /<-ten Komponente von A c zum Zeitpunkt ty 

mit Ey_ß . 

Es sei der zu erwartende Mittelwert der eXß bei 
einer großen Anzahl von Messungen gleich Null, 
d. h. die Konzentrationsdifferenzen werden ohne 
systematische Fehler gemessen. 

c) Die Fehler £Xß und zweier Messungen zu 
verschiedenen Zeitpunkten (x + / ) korrelieren nicht 
miteinander. 

d) Die Varianz var(£x / () der Meßfehler sei von x, 
d. h. vom Meßzeitpunkt, unabhängig. Ebenso seien 
die Kovarianzen cov(€x/t, ex,,) der Fehler bei der 
Messung verschiedener Komponenten von A c nicht 
vom Zeitpunkt tx abhängig. Wir können deshalb 
schreiben: 

var (£„„) = <3flß , cov (eXß, em) = ofiV . 

Zur Voraussetzung a) ist zu bemerken, daß das Ver-
fahren ohne große Schwierigkeiten auf den Fall 
nicht äquidistanter Meßpunkte übertragen werden 
kann. Wir weisen weiter unten in der mathemati-
schen Begründung auf die Stelle hin, die dazu ver-
allgemeinert werden müßte. Die Bedingung (4) da-
gegen ist eine echte Einschränkung. Allerdings lie-
gen die Diffusionskoeffizienten D tj und somit auch 

D gewöhnlich in der Größenordnung von 10~° 
oder darunter, während ßT die Größenordnung 
von 104 hat, so daß in (4) nicht mehr als m ^ . 6 
gefordert wird. 

Bei der Voraussetzung d) ist zu beachten, daß 
die Kovarianzen o/n. von Null verschieden sein dür-
fen, d. h. die Fehler bei der Messung der Kompo-
nenten von A c dürfen miteinander korrelieren. 

2.2. Berechnung der Diffusionskoeffizienten 

In der autonomen Differentialgleichung (2) darf 
die Zeitachse beliebig verschoben werden, so daß 

wir die äquidistanten Meßpunkte auch mit 

til = xh (x= - k, . . . , k) 

bezeichnen dürfen. Dabei ist h die konstante Diffe-
renz zwischen je zwei Meßzeitpunkten und k = m/2. 
Wir bezeichnen den Meßwert für die /<-te Kompo-
nente von Ac zur Zeit tH mit AcXß und bilden die 
Matrix 

d=(Acyß); x=-k,...,k, jli = 1, ...,n. 

Mit Hilfe der Formeln 

xoh = 0 5 (5) 
+ (h/21) [9 Acx + Uß + 19 AcXß 

- 5 Acx_L/l + Acx_2,ß] 

für x = 0,l, ...,k— 1 und 

„ = (h/24) [9 + 19Acx/ l (6) 
- 5 Acx + ltß + Acy + 2,J 

für x = 0, - 1 , . . . , —k + 1 

werden aus den Acy/i die Elemente der Matrix 

X=(xx/i), y.= -k,...,k, a = 0, . . . , n 

Daraus ist nach 

C = XTX 

eine quadratische Matrix der Ordnung n + 1 zu be-
rechnen. 

Es sei G folgende Matrix: 
IAcx(0) Ac2(0) ... Acn (0)\ 

G = (gij) i = O, . . . , n = DU -ß Dil • • • -ßDn 1 
7 = 1, ...,n \-ßDu -ßD2n ...-ßDnnl 

G enthält bis auf den Faktor — ß die unbekannten 
Diffusionskoeffizienten Djj und die unbekannten 
„wahren" Konzentrationswerte z lc ; (0) . 

Schätzwerte g,j für die g-,j sind entsprechend 

G = C~lXTA (7) 

zu berechnen. Daraus ergeben sich leicht Schätz-
werte Djj: 

Djj = — galß, (8) 

i,j=l,...,n. 

Diese Schätzwerte sind, da sie aus den mit Meßfeh-
lern behafteten Acyß und ß berechnet werden, selbst 
fehlerbehaftet. 

Es ergibt sich eine relative systematische Abwei-
chung nach oben in der Größenordnung der relati-
ven Varianz von ß. Da ß gewöhnlich mit einer rela-
tiven Standardabweichung von weniger als \% be-
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stimmt wird, ist seine relative Varianz kleiner als 
0,0001 und die systematische Abweichung der D,j 
kann vernachlässigt werden. Außerdem ergibt sich 
ein zufälliger Fehler, dessen Varianz wie folgt ge-
schätzt werden kann: Wir fassen die unbekannten 
Varianzen und Kovarianzen o,j der Konzentrations-
messungen zu einer Matrix zusammen. Mit Hilfe 
von 

2 = 
l 

I(AJ-XxF)? (Am-XxG) (9) 

C = XTX 
17 - 5 4 4 4 9 7 - 2 7 1 5 8 6 

- 5 4 4 4 9 7 1539-109 1 5 1 0 -109 

- 2 7 1 5 8 6 1510-109 1488-109 

/4,254 3.581 
/ j = | 4,073 3,504 \ 

2,104 2,520 

Tab. 1. Stimulierte „Meßdaten" eines ternären Systems mit 
Dn = 2 • 10~5 , D10 = 2 • 10—6 , D.n = 2 • 1 0 - 6 , D,., = 2 • 10~5 , 

ß = 0,1. 

m — n x= _h 

ergeben sich Schätzwerte ö i ;-. Hierin ist A y bzw. Xy_ 
die x-te Zeile von A bzw. X. Die Varianz der D t j 
kann danach durch 

o| y = var (2)y) = (C~l)jj o,,- l/ß (10) 

geschätzt werden, wobei (C _ 1 ) ; - ; das /'-te Haupt-
diagonalelement der Matrix C - 1 ist. 

2.3. Test der Methode, Beispiel 

Zu vorgegebenen Diffusionskoeffizienten eines 
ternären Systems D n = 2 - 1 0 " 5 , D12 = 2• 10~ 6 , D21 

= 10~6 , Z)22 = 1 0 - 5 und vorgegebenen Konzentra-
tionen zur Zeit t = 0 J c 1 ( 0 ) = 3 , Ae2(0)=3** 
wurden durch Überlagerung der expliziten Lösung 
von (2) und (3) mit normalverteilten Zufallszahlen 
„Meßwerte" erzeugt. Dabei betrugen ß = 0,1 + 0, 
an = o22 = 0,003, o2 1 = o12 = 0, h = 2 • 104 und k = 8, 
d . h . an insgesamt 2 8 + 1 = 17 Stellen wurden im 
Abstand von 2 - 1 0 4 s e c die Konzentrationsdifferen-
zen AeXi i und Aex<2 mit einer Genauigkeit von 0,1% 
„gemessen" (Tab. 1, Spalten 1 — 4 ) . || D || liegt in 
der Größenordnung von 2 - 1 0 - 5 , so daß die Vor-
aussetzung (4) offensichtlich erfüllt ist. 

Mit Hilfe von (5) und (6) können die Elemente 
und x x o der Matrix X berechnet werden (Tab. 1, 

Spalten 5 und 6 ) . 
Es ergeben sich 

/ I - 5750 -10 - ' — 5254-102 

X = l l - 4 9 1 7 - 1 0 2 - 4545-102 

4 4040-102 4404-102 

ty. [104 s] X. Acx, i Acx, 2 ' 10~5 * * , r i o - 5 

0 - 8 4,254 3,581 — 5,750 - 5 , 2 5 4 
2 - 7 4,073 3,504 — 4,917 - 4 , 5 4 5 
4 - 6 3,902 3,426 - 4 , 1 2 0 - 3 , 8 5 2 
6 - 5 3,736 3,356 - 3 , 3 5 6 - 3 , 1 7 4 
8 - 4 3,578 3,280 - 2 , 6 2 5 - 2 , 5 1 0 

10 - 3 3,423 3,209 - 1 , 9 2 4 - 1 , 8 6 1 
12 — 2 3,273 3,139 - 1 , 2 5 5 - 1 , 2 2 6 
14 - 1 3,141 3,063 - 0 , 6 1 3 -0,607 
16 0 2,977 3,000 0 0 
18 1 2,869 2,929 0,586 0,593 
20 2 2,749 2,870 1,148 1,173 
22 3 2,625 2,811 1,685 1,741 
24 4 2,509 2,749 2,198 2,297 
26 5 2,403 2,685 2,689 2,840 
28 6 2,297 2,633 3,159 3,372 
30 7 2,201 2,582 3,609 3,894 
32 8 2,104 2,520 4,040 4,404 

Verwendete Symbole 
c = [cm2 s — K o n z e n t r a t i o n 
D = [ g e r n - 3 ] Diffusionskoeffizient 
ß = [ c m - 2 ] Apparatekonstante (Definition für Pulsation 

siehe , 

52,1 51,3 
Y t A = ( - 5 0 , 2 - 1 0 3 — 33,0• 105 

, - 4 1 , 4 - 1 0 5 — 24,5 • 105 

0,132 0,461-105 

0,461 -10 s 0 ,290 -10 - 9 

0.465 • 105 —0,294 • 1 0 - 9 

— 0,465 • 1 0 _ 5 > 

- 0 , 2 9 4 - 1 0 - ® 
0,298 • 1 0 - 9 ( 

G = C~1XTA = - 1 , 9 7 7 - 1 0 " 
- 2 , 2 6 3 - 1 0 

—1,325 • 1 0 - 7 

— 9 , 6 6 6 - 1 0 - 7 

** c hier in g/1. 

ö n = ~9nfß= 1 , 9 7 7 - 1 0 - , 

£>12 = -g*ilß = 2 , 2 6 3 - 1 0 " 6 , 

Ö-2i=-du/ß= 1 , 3 2 5 - 1 0 " 6 , 

-92*/ß = 0 , 9 6 7 - 1 0 - 5 . 

Die geschätzten mittleren Fehler ergaben sich unter 
Verwendung von (10) zu oDll = 2,5%, oDl2 = 30%, 
o D u = 45%, o l )2i = 16%. 

Nach zehnmaliger Wiederholung des „Versuchs" 
und Bildung der gewogenen arithmetischen Mittel 
ergaben sich 

D n = 1 , 9 9 6 - 1 0 " 5 ± 0 , 7 % , 

D1 2 = 2 . 0 4 4 - 1 0 ~ 6 ± 7 , 5 % , 

D 2 l = 0 , 9 2 8 - 1 0 ~ 6 ± 16 % und 

£>.,., = 1 , 0 0 7 - 1 0 ~ 5 + 1 ,5%. 
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Alle Berechnungen wurden am R 300 mit 8 Dezi-
malen durchgeführt (Programmsprache Algol 60) . 
Die wiedergegebenen Ergebnisse und Zwischener-
gebnisse sind gerundet. 

3. Mathematische Begründung 

3.1. Die Schätzung der Diffusionskoef ßzienten 

Die Integration von (2) im Intervall [0, tx] er-
gibt unter Berücksichtigung von (3) 

Ac(tx)=Ac(0)-ßDx(tx), (11) 

worin X (tx) = [xt (tx) ,...,xn (tx) ]T 

tx 
— j A c ( r ) d r bedeutet, 

o 

Werden in (6) die theoretischen Konzentrationsdif-
ferenzen Ac(tx) durch die gemessenen Werte Acy 

= (Ac ..., Acx„)T und die Integrale durch Nähe-
rungsausdrücke Xx = (xxi, . 
folgt daraus 

, xxn)T ersetzt, so 

Acx — Ac ( 0 ) - ß D x x + £x-ßDy, (12) 

(13) 
mit 

yx= % ~ 
und £ x = ( s x l , . . . , e x n ) T . 

Es ist zu beachten, daß ^C(O) auf der rechten Seite 
von (12) nicht durch den gemessenen Vektor A c 0 

ersetzt wird. Der Grund dafür wird weiter unten 
offensichtlich. 

Die zur Berechnung der Werte von xx/t verwende-
ten Formeln (5) und (6) ergeben sich durch Ein-
setzen der gemessenen Konzentrationsdifferenzen 
A c x in Formeln zur näherungsweisen Integration. 
Dabei ergibt sich (5) durch Integration der Newton-
schen Interpolationsformel 4-ter Ordnung mit rück-
wärtsgreifenden Differenzen13, (6) folgt aus (5) 
durch eine Umorientierung der /-Achse. 

Hier machen wir davon Gebrauch, daß die Meß-
punkte äquidistant liegen. Eine Verallgemeinerung 
des Verfahrens auf nicht äquidistante Meßzeiten 
könnte von dieser Stelle ausgehend mit allgemeine-
ren Integrationsformeln durchgeführt werden. 

Der Einzelschrittfehler beider Integrationsfor-
meln beträgt 

19 
720 - 1 h5 Acß(rx/l) , (14) 

nut 

Dazu kommt bei jedem Integrationsschritt der durch 
die Fortpflanzung der Fehler eXß hervorgerufene zu-
fällige Fehler 

's* + 1, fl — 24 [9 + + 19 eXß 

0 , 1 , . . . , k - l . 
(15) 

C - i , / " • • •' werden analog aus (6) abgeleitet. 
Die Fehler yXß ergeben sich aus der Summation 

der Einzelschrittfehler: 

= I (Ä|„ + = 2 Riß + I Ci, ( 1 6 ) 
i = 1 i = 1 i = 1 

für x > 0, x < 0 analog. 
Beide Summen in (16) sollen für p<>0 getrennt 

abgeschätzt werden, für * : < 0 ergeben sich analoge 
Abschätzungen. 
Es sei Ry = (Rxl, ..., Rxn)r. 
Aus (14) und (2) folgt 

19 
Rx < -~r h5ßi 

720 1 
DV\Ac, 

wobei J y den euklidischen Betrag eines Vektors y 
und || A jj die Wurzel des betragtgrößen Eigenwer-
tes von Av A bezeichnen, Acx= [Ac1(rxl), . . . , 
dc„(zxn)]T. Daraus folgt 

s 1 9 

720 k4 32 

^ C |max = max j A c 

k h * ß * ||Z)||5Mc|max 

(^r||z)||)5|^c|max , (17) 

bedeutet, x= —k,...,k. 

Aus (15) folgt, daß sich 2 tin Linearkombi-
i = 1 

nation der Fehler £{ß darstellen läßt. Man kann sich 
leicht überzeugen, daß kein Koeffizient der Linear-
kombination seinem Betrag nach größer als h wird. 

X 

Für die Varianz Kovarianz Matrix von = ]> 
i = 1 

folgt deshalb 
V(rjx) = ftxh2k2, mit 0 < # * 1 . 

Daraus folgt weiter 
1 

V(ßDnx)=»x ^ßTDI(ßTD)^ und 

V(ßDr,x)\\<lk (ßT\\D\\)2\\I\\. 

tx-2< t*n <tx + 1 bzw. ty. - 1 tx/i ^ x̂ + 2 • Für k^ 1 (10 ßT\\D 

(18) 

(19) 
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ist die Norm von V ( ß D r j x ) um zwei Zehnerpoten-
zen kleiner als die Norm von -2", so daß für diese 
A:-Werte von ß D rjx gegenüber £y vernachlässigt 
werden kann. (19) entspricht der Voraussetzung 
(4) in 2.1. 

Aus (16) und (19) folgt 

\ßD I Ri! ^ (ßT\\D ||)"» \A C U , 
i = 1 720-32-256 

so daß ß D 2 R j gegenüber £x vernachlässigt wer-
i = 1 

den darf, selbst wenn | £x | bei 10~5 ^ c ! m a x oder 
darunter liegt, d. h. der Fehler der Messungen 
dürfte sogar unter 0,001% liegen. 

Insgesamt darf unter der Voraussetzung (4) 
- ß D y „ gegenüber £x in Gl. (7) vernachlässigt 

werden. 
Wir erhalten 

Acx = Ac(0)-ßDxx + ex. (20) 

Durch Gl. (20) zusammen mit den Voraussetzun-
gen aus 2.1. über die Fehler eXfl ist ein Modell der 
multivariaten linearen Regressionsanalyse gege-
ben 14. 

Hier wird auch klar, warum ^ C ( O ) nicht durch 
den gemessenen Vektor A c 0 ersetzt werden darf. 
Auf der rechten Seiten von (20) würden dann näm-
lich mit £x — £q korrelierende Fehlervektoren stehen 
und es käme zu verzerrten Schätzungen. Auch in 
den auf der nichtlinearen Regressionsanalyse be-
ruhenden Verfahren ist es ein Fehler, die Anfangs-
konzentrationen exakt den gemessenen Werten 
gleichzusetzen, wenn diese nicht mit einem Fehler 
gemessen werden können, der gegenüber den ande-
ren Meßfehlern vernachlässigt werden kann. 

Aus den in der multivariaten Regressionsanalyse 
bekannten Sätzen14 ergeben sich die Formeln (7) 
und (9 ) . Die Schätzwerte g^ sind unverzerrte 
Schätzwerte für die g a , d. h. E(ga) = gu *. Aus (8) 
folgt danach 

_ E{gn) / varl 
E(ß) \ + [E(ß)]2 

wenn Oß die relative Standardabweichung von ß be-
zeichnet. Daraus folgt die oben erwähnte leichte 

* E : mathematische Erwartung. 
1 E. Kahrig, J. Erpenbeck, D. Kirstein u. G. Dreyer, studia 

biophysica (im Druck). 

E (Djj) = —E 

systematische Verschiebung der Schätzwerte D^ nach 
oben. 

Die Varianz von g-,j kann durch 

abgeschätzt werden, wobei Oa und ( C ~ 1 ) j j entspre-
chend 2.2 zu bilden sind. Die relative Varianz ojy,, 
ergibt sich als relative Varianz des Quotienten g^fß 
der fehlerbehafteten Größe n git und ß näherungs-
weise aus 

°i> t l 
z i 2 0~ + O f- • 

Da Oß2 ^ o0]t ist, folgt o og]l und daraus (10) . 

4. Diskussion 

Die bequeme Anwendbarkeit des hier vorgeschla-
genen Verfahrens beruht im wesentlichen darauf, 
daß bei der quasistationären Diffusion nur so lange 
gemessen wird, daß ß T j; D J| noch klein genug aus-
fällt [vgl. ( 4 ) ] . Gegenüber den auf der nichtlinea-
ren Regressionsanalyse beruhenden Verfahren hat 
es den Vorteil, daß es auch bei Mehrkomponenten-
systemen am Tischrechner realisiert werden kann. 
Erst bei ständiger Wiederholung wird der Einsatz 
eines Computers erforderlich. Das Verfahren ist 
leicht programmierbar. 

Im Gegensatz zu den Iterationsverfahren der 
nichtlinearen Regression dürfen die Fehler der Kon-
zentrationsmessungen zwischen den Komponenten 
des Systems miteinander korrelieren. Ein Umstand, 
der nach unserer Meinung häufig eintritt. 

Die relativ großen Standardabweichungen der ge-
schätzten Diffusionskoeffizienten gegenüber der 
Standardabweichung der Fehler der Konzentrations-
messungen (in unserem Testbeispiel bis zu 45% 
gegenüber 0,1%) sind unseres Erachtens dadurch zu 
begründen, daß bei der quasistationären Diffusion 
aus einem relativ kurzen Abschnitt der Lösungskur-
ven von (2) die Konstanten des Differentialglei-
chungssystems zu ermitteln sind. Dieses Problem ist 
prinzipieller Natur und nur durch hinreichend ge-
naue Messungen bzw. durch hinreichend häufige 
Wiederholung des Experiments zu lösen. Auch beim 
Test der nichtlinearen Regressionsanalyse durch 
Patel et al.12 sind die Verhältnisse ähnlich. 
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